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Defn.  Space   is quasi‐sober, or  , if each irreducible closed subset is(X,Æ) S0
closure of at least one singleton.
Note: sober    .g T0 + S0
Defn.  Space   is hereditarily sober [hereditarily  ] if each subspace is(X,Æ) S0
sober [ ].S0


































Hence   nonempty, proper closed    Can show ≥ E1,E2 _ E
X
, E
X = E1 4 E2.




Spectrum Proof of Sufficiency.  Given space (Z,W), have   pt(W) byZ : Z d
 W      by     Z(z) : d 2 Z(z)(U) = (U(z)
Have   inj. iff   surj. iff  .  Show  X hereditarily  .  Let   beZ T0, S0 S0 (Y,ÆY )
subspace; show   surj.  Let  .  PutY p c pt(ÆY )
' : Æ d ÆY by '(U) = U 3 Y
Then  .  Since X is    Since X is   therep ) ' c pt(Æ) S0, ≥ xp c X, X(xp ) = p ) '. TD,
is   closed in   as subspace of X.Up c Æ, xp c Up and xp Up
Claim   xp c Y.
Note:  Claim implies   so that Y is  .  Two possible cases:Y(xp ) = p, S0
Case A     Denial of Claim implies Case A impossible.Up 3 Y =—.





Example.  Sobriety   hereditary sobriety.  Put  .  Y not sober.  Put^ Y = (Œ,Æcof )
  For the topology   on X, do following: open nbhds of   areX = Y 4 * . Æ *
cofinite subsets of X; an open set of   is of form   where n c Y U 4 * ,
and throw in the empty set.  It follows that X is sober— ;n c U c Æcof, X = *
and  , so Y as a subspace is not sober.  So X is not hereditarily sober.ÆY = Æcof
So X is sober and not   and hence sober and not  .  Also the case X is TD T1
T0 and not TD.
HEREDITARY SOBRIETY,  , LOCALLY HAUSDORFF Slide 8TD
Hereditary Sobriety and Locally Hausdorff
Theorem.  Locally   space   is (hered.) sober +  .  Hence eachT2 (X,Æ) T1
manifold (including non‐Hausdorff) is hereditarily sober +  .T1
Comments on Proof.  
For  .  Let  , have open   nbhd U of x.  If y not in U, then done.  AssumeT1 x ! y T2
y in U.    disjoint, open  .  So X is ≥ V,W _ U, x c V, y cW T1.
For quasi‐sober.  Let closed    Let    If   closed, thenE _ X, E m 2. x c E. E \ x
done, since   reduces E.  Suppose   not closed—thisE = (E \ x ) 4 x E \ x
forces    Let U be open   nbhd of x, let  .  Then x c E \ x . T2 y c U 3 E with y ! x ≥
disjoint, open  .  Then V,W _ U, x c V, y cW






X = [(0,∞) % 0 ]4 [Œ % 1 ] 4 (1, 2)
Let   be usual topology on  .  The basis of a topology on X is given by:Æ‘ ‘
for  B(r, 0) c (0,∞) % 0 , put (r,0) = U % 0 : r c U c Æ‘ ;
for  B(n, 1) c Œ % 1 , put (n,1) = [ (n, 1) 4 (U % 0 ) \ (n, 0) ] : n c U c Æ‘ ;
and for  B .(1, 2), put (1,2) = (1, 2) 4 ( [ (r,∞) % 0, 1 ]3 X ) : r c (0,∞)
Let  B  as basis.  Observe   isÆ be topology on X generated by 4
xcX
x X \ (1, 2)
open and manifold, X is    The point   has no Hausdorff nbhd, so X notT1. (1, 2)







∞ , yn n=1
∞
, and( xn n=1
∞ 3 yn n=1∞ ) =—
≤i c Œ, Ai 3 ( xn n=1∞ 4 yn n=1∞ ) =—.
, choose  , put  .  The  ≤n c Œ, put Yn = An 4 xn, yn z " 4
n=1
∞





for   put Bx c 4
nc Œ
An, x = x ;
for   put Bn c Œ, xn = xn 4 (An \ F) : F _ An, F <ß0 ;
for   put B  n c Œ, yn = yn 4 (An \ F) : F _ An, F <ß0 ;
and for z,  put B .z = X \ 4
ncŒ
Yn : n c Œ
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Let  B  as basis.  Note each   isÆ be topology on X generated by 4
xcX
x Yn
modified Fort space, hence is locally  , but not  ; it follows X is   and alsoT2 T2 T1
not locally   (z has no Hausdorff nbhd).  T2
Each closed subset   is reducible, so X is quasi‐sober, henceE with E m 2





Case A  E is finite.  Choose   and write  .x c E E = x 4 (E \ x )
Case B   .  Choose   and write  .E 3 4
ncŒ
An ! — x c E E = x 4 (E \ x )
Case C  E is infinite and  .     WriteE 3 4
ncŒ
An =— ≥m c Œ, xm c E or ym c E.
.E = [(4 i=1m Yi ) 3 E] 4 [E \ 4 i=1m Yi ]
So each closed subset   is reducible.           E with E m 2 ±
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Sobriety and T1
Example (Xu‐Yuan (2009)).  Let   be usual topology on  .  Put Æ‘ ‘
.Æd = U c Æ‘ : U dense 4 —
Then   is   but not    Xu‐Yuan (2009) claim   is sober (so it is(‘,Æd ) T1 T2. (‘,Æd )
sober +   but not Hausdorff).  This claim is now examined.T1
Lemma.  Let X be any topological space, U any open dense subset, and D any




nonempty open subset is dense.  Then X is sober if and only if  .  InX = 1





space is  .  Hence this space is hereditarily sober—or sober +  —andTD TD
not    It is also not locally Hausdorff (previous section).T1.
(2) For infinite X, the space   is   but not sober.(X,Æcof ) T1
(3)   of Xu‐Yuan (2009) is   but not sober.  Their claim of sobriety is(‘,Æd ) T1
false.
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Summary
See Hasse diagrams on later slides.
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